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Re

O. Complexe getallen

1.1 Definitie

Een complex getal is een getal van de vorm:

z=a+bj met acR,becR en j>=-1

Het getal @ noemen we het reéel deel Re(z) en b het imaginair deel /m(z). De verzameling van
alle complexe getallen noemen we C. Het symbool j noemen we de imaginaire eenheid.
Gelijkheid: a+bj=c+dj < a=c en b=d
Som: (a+bj)+(c+dj)=a+c+(b+d)j
Product: (a+bj)-(c+dj)=ac—bd+ (ad+bc)j
Het complex toegevoegde 7 (of z* ) van z =a+ b j is het complex getalz=a — b j.

Eigenschap 1.1.1  z-Z2=(a+bj)-(a—bj)=a>+b* ; WL =212 ; (%)=%

1.2 Andere voorstellingen

Definitie 1.2.1 (Cartesische vorm). Met elk complex getal z = a+ bj correspondeert een koppel
cartesische codrdinaten (a,b) van het viak. Daarom noemen we a+ b j de cartesische vorm
van het complex getal.

Voor de bewerkingen in cartesische vorm, het bepalen van vierkantswortels en het oplossen van
een tweedegraadsvergelijking verwijzen we naar de cursus basiskennis.

Definitie 1.2.2 (Goniometrische vorm). Zijn (r,3) de poolcoirdinaten van het punt (a,b) dan
is de goniometrische vorm van 7 = a+ b j gelijk aan

z=r(cosd + jsind)



1.2 Andere voorstellingen 4

De afstand r = v a*> + b* = |z| van het punt p tot de oorsprong noemt men de modulus van z en
de hoek tussen de voerstraal en de poolas 3 noemt men het argument van z (argz).

Eigenschap 1.2.1

_ _ z z
lzl=z| ; zz=7* ; 22| = |21l |z2] 5 |2 _ il
2 |zl

Definitie 1.2.3 (Exponentiéle vorm). De exponentiéle vorm van z = r(cos 9 + jsind) wordt
gedefinicerd als z =re’?.

Dit is gebaseerd op de formule van Euler:
cosd + jsind = e/’

die kan geverifieerd worden door middel van de McLaurin-ontwikkelingen van de functies cosx,
sinx en e*.

De exponentiéle vorm verschilt niet veel van de goniometrische vorm aangezien r en 3 dezelfde
betekenis hebben als bij de goniometrische vorm.

1) Uite/"=cosm+ jsint=—1 volgt
eM41=0

Dit is één van de mooiste gelijkheden (gevonden door Euler) binnen de wiskunde omdat
ze de twee belangrijkste transcendente getallen e en 77, de imaginaire eenheid j en de twee
belangrijkste natuurlijke getallen O en 1 (de neutrale elementen t.o.v. resp. de optelling en
de vermenigvuldiging) op een verrassende manier met elkaar verbindt.

1) De formule laat toe de sinus en cosinus uit te drukken in functie van ¢’ % ene 7

| : 1 . . i . .
(e? +e®)  en ﬁnﬁzw—{dgfeﬂg):%(‘7§—ew)

9=
COS 5 5 ]

Omzettingsformules

De omzettingsformules tussen de verschillende vormen zijn dezelfde als de omzettingsformules
Ca.Co. < Po.Co., namelijk

x=rcosB en tg@z%
y=rsinf r=+a?+ b?

Deze leggen de hoek O (positief indien gemeten in tegenwijzerzin) niet uniek vast. De hoek 6
kiezen we daarom in het vooraf gekozen interval [0, 2 71 of | — 1, 71].

m Voorbeeld 1.1 Omzettingen
z=1+j=v2(cos T+ jsinT) =2e/7
z=-3=3cosT=3e/"

2= —4j=4jsin3 =4¢l7
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1.3 Bewerkingen met complexe getallen 5

Grafische voorstelling

Het vlak waarin we de complexe getallen als koppel voorstellen noemen we het vlak van Gauss.
imaginair
deel

rsin@) r———————-— |

.

reéel
r cos(@) deel

Bewerkingen met complexe getallen
Optellen en aftrekken

Dit is het eenvoudigst in cartesische vorm. De complexe getallen moeten eventueel eerst naar deze
vorm omgezet worden.

Vermenigvuldigen en delen

Indien het aantal factoren beperkt is en de factoren in cartesische vorm gegeven zijn kan men de
bewerking cartesisch uitvoeren. In de andere gevallen is het dikwijls eenvoudiger over te gaan op
de goniometrische of exponentiéle vorm.

Is z1=re® en zm=re, danis:

212 =N ej191 . rzej‘92 =nn rzej(‘9‘+‘92) =rnn (COS(191 + 192) —|—j Sin(191 + 192))

9
21 ne’l =8 _ N ..
P Ee = (cos(F) — ) + jsin(F —9))

In woorden: vermenigvuldigt (deelt) men twee complexe getallen dan vermenigvuldigt (deelt)
men hun modulussen en telt (trekt) men de argumenten op (af).

m Voorbeeld 1.2 Wat gebeurt er met het beeldpunt van een complex getal in het vlak van Gauss
na vermenigvuldigen met j?

Het vermenigvuldigen van een complex getal met j levert: zj = re/® e/ I =re/¥+7)

Het beeldpunt van z voert een rotatie uit over een hoek 7 (of een kwartdraai in tegenwijzerzin).

a Voorbeeld 1.3 Gegeven: z; = 3¢/3 enzy =2e/7;

Gevraagd: z3 =7z; -2 enzg = %

=212 =31 2e/7 =3.2/i+7) = el ¥
De modulus van het beeldpunt van z3 is dubbel zo groot als dit van z; en het argument is met
een hoek 7 toegenomen t.o.v. z;.

a 36/t
2 2ei?
De modulus van het beeldpunt van z4 is half zo groot als dit van z; en het argument is met een
hoek 7 afgenomen t.o.v. z;.

— 3G 3) = 3,77 =3 T_ignZ
=35e/472) =5¢7/% = 5(cos § — jsing)

24 )
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1.3 Bewerkingen met complexe getallen

De rotatieformules
Ten opzichte van het assenstelsel oXY heeft punt p

codrdinaten (x,y).

Ten opzichte van het assenstelsel 0oX'Y’, verkregen

na rotatie van oXY in tegenwijzerzin over een hoek

¢, heeft punt p coordinaten (x',y").

p(x,y) kunnen we beschouwen als het beeldpunt van

het complex getal z =x+yj = re/® t.o.v. 0XY enals

het beeldpunt van het complex getal z =x +y'j =

rel? to.v. oX'Y'.

Uit 6 = ¢ + 6’ volgt:

z=x4yj = rel® = rel0+0) = 1% i — (¥ 4

Y j)(cos ¢ +sin¢ j)

=x'cos@ —y'sing + (X'sin@ +y cos ).

Gelijkstellen van re€le en imaginaire gedeelten
[ x=x'cos¢ —y'sin¢g

geeft: { y=x'sin¢ +y cos @

1.3.4 Machtsverheffing

1.3.5

Y/

De nde macht van z = re/? is:

(cosd + jsind)" = cosnd + j sinnd

q n g
Z'= (ref‘c}) = "¢/ = y(cosnd + jsinnd) met n€7Z

Het bijzonder geval r = 1 geeft de formule van de Moivre:

= Voorbeeld 1.4 Toon aan: cos33 = 4cos’9 —3cos 3.

Uitwerking van (cos & + j sin®)? levert:

(cos S + jsind)3 = cos? I + 3 jcos? I sind +3 j% cos I sin® 9 + jsin® I

= cos’ 9 +3 jcos? 9 sind —3cos  sin> I — jsin’ 9

Uit de formule van de Moivre (cosd + jsin®)? = cos38 + jsin39 volgt:

gelijkstelling van reéel deel: ~ cos33 = cos® 3 —3cos (1 —cos?3) = 4cos* 3 —3cos

gelijkstelling van imaginair deel: ~ sin33 = 3(1 —sin’9)sin 9 —sin® 9 = 3sin 9 — 4sin’ 9

nde machtswortels

Het complex getal w = pe/? is een nde machtswortel uit z = r(cosd + jsind) = re/? als:

(pej¢)" =re/?

, { pr=r { p=/r
waaruit: =

ng =9 +2km
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Een complex getal z bezit n verschillende nde machtswortels wg, wy,...,w,_1:

Wi = /rel n (T2 Vr(cos 1(8 +2km) + jsin 1(8 +2km))

met k€ {0,1,...,n—1}.

In het complex vlak van Gauss zijn de beeldpunten de hoekpunten van een regelmatige n-hoek
ingeschreven in een cirkel met straal /7.

= Voorbeeld 1.5 Bepaal de vijfdemachtswortels uit z = —v/3+ J.
Een vijfdemachtswortel w voldoet aan: w3 = —/3+ j=z=2¢/%
De wortels wy, zijn:

5m S
22 4 2k >+ 2km
wk:\5/§<cos%+jsin%> met k€{0,1,2,3,4}

& wi= V2GR = \S/E(cos(’g%—k%") +jsin(Z+kZ)) met ke {0,1,2,3,4}

Y

w1

g
v
]

Wy

w3

1.4 Complexe nulpunten van veeltermen in C

Eigenschap 1.4.1 Een veelterm van de nde graad met complexe coéfficiénten heeft juist n
complexe nulpunten in C.

1) Bij het aantal nulpunten moet rekening gehouden worden met de multipliciteit.

= Voorbeeld 1.6 — Multipliciteit. (z— 1)* heeft nulpunt z = 1 met multipliciteit 3.

2> — 1 heeft drie verschillende nulpunten.

Eigenschap 1.4.2 Heeft een veelterm met re€le coéfficiénten een niet re€el nulpunt z, dan is
zijn complex toegevoegde 7 ook een nulpunt.
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Eigenschap 1.4.3 Gevolg: Een veelterm van oneven graad met reéle coéfficiénten heeft ten
minste één reéel nulpunt.

= Voorbeeld 1.7 De veelterm 3z° — 87> 4 10z — 4 heeft nulpunt z; = 1+ j. Bepaal de andere
complexe nulpunten.
Uit stelling 2 volgt dat z; = 1 — j eveneens een nulpunt is. De veelterm 37> — 82> + 10z — 4 is
deelbaar door (z— (1+j))-(z— (1—j)) =22 —2z+2.
Na deling vinden we het quotiént 3z — 2, zodat het derde nulpunt z3 = % is.

1.5 Superpositie van signalen of golven als ingenieurstoepassing

Een harmonische circulaire beweging om de oor-
sprong in het complexe vlak en met hoeksnelheid w,
kan beschreven worden met A ¢/®’. De projectie op
de X -as van het bewegend punt als functie van de tijd
kan beschreven worden als y = A cos(wt + ¢), een
typische voorstelling van signalen. Het optellen van
2 signalen kan dikwijls eenvoudiger verlopen door
gebruiken te maken van de complexe voorstelling.
Bijvoorbeeld: het optellen van

A cos(wt) +Aj sin(wt)

eI W01 | gt el Wl _ g jwt i ,

—— A ——— P e
2 2j R A

_ Al Ay jowt A A —jwt
= <2+2]_>e + 2 2 e

— <ﬂ_J&> ejwl+ (ﬂ 4_]&) e /Wt

2 2 2 2
— Aejaejwt+Ae—jae—jwt
_ Aej(a-‘rwl) _|_Ae—j(a+wz)
= 2Acos(0+ wr)

A A ;
met A en A zodat 71 —j72 =AeY,
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